
Erinnerung:

Zwei Vektoren v, w 2 V mit hv, wi = 0 heissen zueinander orthogonal, und man schreibt v ? w.

Analog v ? S oder S ? v beziehungsweise S ? S 0
für Teilmengen S, S 0 � V .

10.8 Unterräume, orthogonales Komplement

Definition: Das orthogonale Komplement einer Teilmenge S � V ist die Teilmenge

S? := {v 2 V | v ? S }.

Proposition: Das orthogonale Komplement ist ein Unterraum.

Beispiel: Es gilt {0}? = ?? = V und V ? = {0}.



Proposition: (a) Für jede Teilmenge S � V gilt S � (S?)?.

(b) Für je zwei Teilmengen S � T � V gilt S? ⇥ T?
.

(c) Für jeden Unterraum U � V gilt U \ U? = {0}.

Proposition: Sei (b1, . . . , bn) eine Orthonormalbasis eines Unterraums U von V , und sei v 2 V . Für jeden

Vektor u 2 U sind äquivalent:

(a) u =
Pn

i=1
hbi, vi · bi.

(b) v ⇤ u 2 U?
.

(c) kv ⇤ uk = min
�

kv ⇤ u0k : u0 2 U
 

.



Folge: Für jeden endlich-dimensionalen Unterraum U � V gilt V = U ⌅ U?
und somit U? �

! V/U .

Bemerkung: Dies gilt insbesondere dann, wenn schon dim(V ) < 1 ist.

Definition: Die Abbildung �U : V ! U , die v 2 V auf das obige u 2 U abbildet, heisst die orthogonale

Projektion von V auf U .

Beispiel: Sei V der Vektorraum aller stetigen Funktionen [a, b] ! R mit dem Skalarprodukt hf, gi :=
R b

a
f(x)g(x) dx, und sei U � V der Unterraum aller Polynomfunktionen vom Grad 6 n. Für jede Funk-

tion f 2 V ist dann �U(f) die eindeutige Funktion in U , welche f bestmöglich im quadratischen Mittel

approximiert.



Vorsicht: Für einen unendlich-dimensionalen Unterraum U kann U ⌅ U?
ein echter Unterraum von V

sein.

Beispiel: Sei V der Vektorraum aller beschränkten reellen Folgen x = (xn)n>1 mit dem Skalarprodukt

hx, yi :=
X

n>1

xnyn
n2

.

Sei U der Unterraum aller Folgen mit der Eigenschaft 8n ⇧ 0: xn = 0. Dann gilt U? = 0. Die Folgen

(m · ⇥nm)n>1 für alle m > 1 bilden eine Orthonormalbasis von U , welche keine Fortsetzung zu einer

Orthonormalbasis von V hat.



Proposition: Sei U � V ein Unterraum mit V = U ⌅ U?
.

(a) Jede Orthonormalbasis von U zusammen mit jeder Orthonormalbasis von U?
bildet eine Orthonor-

malbasis von V .

(b) dimV = dimU + dimU?
.

(c) U = (U?)?.

(d) U = V genau dann, wenn U? = 0 ist.



10.9 Orthogonalisierung

Satz: (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Für jedes linear unabhängige Tupel T = (v1, . . . , vn) in V

existiert genau ein Orthonormalsystem B = (b1, . . . , bn), so dass gilt:

(⌃) 8 1 6 j 6 n : vj =
j
X

i=1

aijbi mit aij 2 R und ajj > 0.

Ist ausserdem T eine Basis von V , so ist B eine Orthonormalbasis von V .

Bemerkung: Die Bedingung (⌃) ist äquivalent dazu, dass die Basiswechselmatrix B[idV ]T eine obere

Dreiecksmatrix mit Diagonaleinträgen > 0 ist, oder auch zu:

(⌃⌃) 8 1 6 j 6 n : bj =
j
X

i=1

a0ijvi mit a0ij 2 R und a0jj > 0.



Konstruktion: Sind b1, . . . , bn⇥1 bereits konstruiert, so setze

ṽn := vn ⇤
n⇥1
X

i=1

hbi, vni · bi und bn :=
ṽn

kṽnk
.


