Erinnerung:

Zwei Vektoren v, w € V mit (v, w) = 0 heissen zueinander orthogonal, und man schreibt v L w.

Analog v L. S oder S L v beziehungsweise S L S’ fiir Teilmengen S, 5" C V.
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10.8 Unterraume, orthogonales Komplement

Definition: Das orthogonale Komplement einer Teilmenge S C V ist die Teilmenge

St = {veV|vLlS}

Proposition: Das orthogonale Komplement ist ein Unterraum.

Bﬂ«i.: Vwés\, {U‘GV}U\J_W}: ?vG\/ / <U~/¢_\,‘> =Q

3: Mm((-/t«b:\/——a/R)
SL:@M<<./W>) — Undowran ' 9,54

Beispiel: Es gilt {0}* = @1 =V und V* = {0}.
AT 3

el A
YoV, <V,05 <0 ~ ’U/tfe\/\?oj : <U,U> >0



(@) S-= ¢s5™

Proposition: (a) Fiir jede Teilmenge S C V gilt S C (S+)*+. ]gw, S e de (B)
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Proposition: Sei (by,...,b,) eine Orthonormalbasis eines Unterraums U von V', und sei v € V. Fiir jeden

Vektor u € U sind aquivalent:
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Folge: Fiir jeden endlich-dimensionalen Unterraum U C V gilt V = U @ U~ und somit U+ = V/U.

Bemerkung: Dies gilt insbesondere dann, wenn schon dim(V') < oo ist.
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Definition: Die Abbildung my: V' — U, die v € V auf das obige u € U abbildet, heisst die orthogonale
Projektion von V' auf U.

Beispiel Sei V' der Vektorraum aller stetigen Funktionen [a,b] — R mit dem Skalarprodukt (f,g) :=

f f(z)g(z)dx, und sei U C V der Unterraum aller Polynomfunktionen vom Grad < n. Fiir jem
tion f € V ist dann 7y (f) die eindeutige Funktion in U, welche f bestméglich im quadratischen Mittel
approzimiert. lt oA~ L CV Sa&ﬂ«} -L_M,,L,,. Bcw\wﬁq ,
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Vorsicht: Fiir einen unendlich-dimensionalen Unterraum U kann U & U+ ein echter Unterraum von V

sein.
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Beispiel: Sei V' der Vektorraum aller beschréankten reellen Folgen z = (x,,),>1 mit dem Skalarprodukt
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Sei U der Unterraum aller Folgen mit der Eigenschaft Vn > 0: x, = 0. Dann gilt U+ = 0. Die Folgen
(m - Opm)n>1 fiir alle m > 1 bilden eine Orthonormalbasis von U, welche keine Forfsetzung zu einer

Orthonormalbasis von V hat.
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Proposition: Sei U C V ein Unterraum mit V = U @ U+,

(a) Jede Orthonormalbasis von U zusammen mit jeder Orthonormalbasis von U~ bildet eine Orthonor-

malbasis von V.
(b) dimV =dimU + dim U+,

(c) U= (UH*t.
(d) U =V genau dann, wenn UL = 0 ist.
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10.9 Orthogonalisierung

Satz: (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Fiir jedes linear unabhéngige Tupel T = (vy,...,v,) in V
existier@ Orthonormalsystem B = (b1, ...,b,), so dass gilt:
(*) ‘v’lgjén vj:%aijbi mit al‘jGR und ajj>().

Ist ausserdem T eine Basis von V, so ist B eine Orthonormalbasis von V.

Bemerkung: Die Bedingung (x) ist dquivalent dazu, dass die Basiswechselmatrix glidy|r eine obere

Dreiecksmatrix mit Diagonaleintragen > 0 ist, oder auch zu:

J
V1i<j<n: bj:Zangi mit a;; € R und aj; > 0.
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Konstruktion: Sind by, ..., b, 1 bereits konstruiert, so setze
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